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SUMMARY

Attendant phenomenon of heat treatment processes is high energy demand. Its unstable factor depends mainly on thermal
efficiency value of conversion system that is by the way related to temperature distribution on typical parameter of heated
charge during the heating process. Temperature distribution is exactly defined with thermal field of heated charge.

This article presents analysis of thermal field in resistance heated conductive charge using the variable separation
method. Field analysis is done for real case of direct resistance heating in solid charge so - called electrocontact
heating. This heating is useable for standard methods of conductive materials heat treatment. The results of analysis is
useable for optimalization of treatment parametres at objective heating.

Keywords: Resistance Heating, Electrocontact Heating. Internal Source of Energy, Equation of Conduction Heat,

Temperature Characteristics of Heating Charge

1. UVOD

Jednou z uloh grantového projektu VEGA SR ¢.
1/8133/01 rieSeného na pracovisku autorov, je
analyza energetickej narocnosti elektrotepelnych
technologii, tj. technologii  prostrednictvom
elektrickych ohrevov. Okrem taviacich procesov st
to rdzne procesy tepelného spracovania, realizované
najmd metdédami odporového a indukéného ohrevu.
Aj ked fyzikalny princip tychto metod je rovnaky,
vyuzivajuci Jouleov tepelny efekt, v technickych
aplikaciach sa odliSujit mnohymi Specifickymi
znakmi, s dopadom na ich hodnotiace prevadzkové
kritéria.

Z pohladu kritérii, napr. energetickej narocnosti
ohrevu, skimania interakcie teplotného
a elektromagnetického pola vo vodivom prostredi,
ako aj moznych tuspor elektrickej energie potrebnej
k realizacii procesu, su zaujimavé metody priameho
odporového ohrevu. Jednou znich je napr.
elektrokontaktny ohrev, t.j. ohrev vodivej vsadzky
v tuhej faze, ktora ma vhodné a jednoznacne zname
geometrické rozmery.

Analyza teplotnych poli patri vSeobecne medzi
zlozité fyzikalne ulohy, ktorych mnohotvarnost’ sa
reflektuje vo vybere racionalnej metody rieSenia. Pre
rieSenie uloh spojenych s prenosom tepla vedenim
v prostrediach s rozlozenymi  parametrami, do
skupiny ktorych patri aj analyza teplotného pola
v elektrokontaktne ohrievanej vsadzke, st vhodné
analytické aj numerické metddy, v réznym
modifikaciach. Aplikaciou ktorejkol'vek metody sa
vyhladava tvar teplotnej funkcie & = $ (x,.2,0),
ktora je rieSenim jednej zrovnic matematickej
fyziky pre teplotné polia v tuhom prostredi [7].

Obsahom ¢lanku je prezentacia analytickej
metody separacie premennych na analyzu teplotného
pol'a elektrokontaktne ohrievanej valcovej vsadzky.

VSeobecnym  matematickym  modelom  takto
definovanej ulohy je rovnica vedenia tepla tiez
znama ako Fourierova rovnica s vnutornym
zdrojom.

2. CHARAKTERISTIKA VYMENY TEPLA
V ELEKTROKONTAKTNE OHRIEVANEJ
VSADZKE

Pre aktudlnu analyzu teplotného pola zvolime
model ohrevu valcovej vsadzky dizky 7, polomeru R,
ktorej [>> R. Vsadzka nech sa ohrieva
jednosmernym zdrojom s definovanymi
elektrickymi parametrami napétia a pradu (U,l), pri
znamych materidlovych konstantach: hmotnostnej
tepelnej kapacity ¢, tepelnej vodivosti A4, elektrickej
konduktivity y, objemovej p a celkovej hmotnosti m
(obr. 1).
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Obr. 1 Valcova vsadzka podrobena
elektrokontaktnej metode ohrevu
Fig. 1 Electrocontact method heated cylindrical
charge

Rozlozenie teploty vo valci je podmienené
hraniénymi podmienkami na jeho povrchu, napr. na
polomere R menovite intenzitou ochladzovania
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obvodu valca. Pre dokonale tepelne izolovany
obvod, ¢o je idedlny stav, rovnica energetickej
bilancie ohrevu je jednoduché a ma tvar

dW, =P, -dit=m-c-d(A9) (1)

v ktorej P, je vykon zdroja na kontaktoch ohrievaca.
Fyzikalne vyjadruje rovnost medzi privadzanou
elektrickou energiou a energiou spotrebovanou na
zvySenie tepelného obsahu valca v hraniciach zmeny
teploty z pociato¢nej 9y (¢ = 0) na teplotu 4, za Cas
dt (A8= 39, - §y). Z integrovania rovnice (1) vyplyva
linearna charakteristika ohrevu, vyjadrena napr.
v tvare ¢asovej zmeny skutocnej teploty

P, -t
€ 19 q@

I()=39,=9, + e
p-c

= t 2
7-R*-1-p-c @

Smernicu teplotnej charakteristiky (2) urcuje
velkost' vnutorného zdroja resp. merny elektricky
vykon zdroja

P

P
= c - —fonst [W.m> 3
g == (W) )

Za predpokladu dokonalej tepelnej izolacie
obvodu valca, teplota na polomere je prirodzene
rovnaka.

Vredlnom pripade ohrevu valca a zaroven
ststavného ochladzovania jeho povrchu ista cast
elektrickej energie W, sa spotrebuje formou
tepelnych strat z povrchu do okolia. Permanentne
ochladzovany povrch valca je pri¢inou zmeny
linearnej teplotnej charakteristiky na exponencialnu
azarovei pri¢inou nerovnomerného rozlozenia
teploty na jeho polomere, bez ohl'adu na rozloZenie
merné¢ho elektrického vykonu ¢.. Pretoze stupen
nerovnomernosti ohrevu zavisi od intenzity
vnitornej vymeny tepla, formalne podmienenej
velkost'ou Biotovho ¢&isla, analyza teplotného pol'a
v ohrievanom valci s tepelnymi stratami je podstatne
zlozitejSia.  Vyzaduje  rieSenie  parabolicke;j,
Fourierovej rovnice vedenia tepla s vnutornym
zdrojom [1,5,7].

Ak sa aj nad’alej budeme pridrziavat modelu
ohrevu podla obr. 1, vySetrenie rozlozenia teploty na
polomere valca sa stava jednorozmernou ulohou,
¢im predmetnd rovnica vedenia tepla nadobudne
modifikovany tvar

2
83(r,t)=ag .[a B(Z’I)Jfl' 8.9(r,t)+£} @
ot or r o or A

v ktorej konstanta ag ma fyzikalny vyznam tepelnej
difuzivity prostredia
A

ag

= [m®s] (5)
p-c

Rovnica (4) je vSeobecnym matematickym
modelom  jednorozmerného  teplotného  pola
elektrokontaktne ohrievanej valcovej vsadzky.

Transformujeme ju do bezrozmerového tvaru
postupnym zavedenim:

e pomernej suradnice valca

= — t.'. 8 =R . a
$=7 j r 4
a 0r’=R>-0&° (6)
e pomerného ¢asu ohrevu (Fourierovho ¢isla)
a,-t . R?
Fo = R2 t_] 8t=a—t~aFO (7)
e pomerného teplotného rozdielu, ako
Ir,t)-9, .
=—"+ % tj 09=AY,-00 ®)
R ALQR R R
alebo ako
2
@:M-z tj. 09=2% 56 (9
q. R A

kde 9, je teplota okolia
340 je teplota valca na polomere v Case ¢
A9 = 8,5 - I je referencny teplotny
rozdiel na polomere valca R

Dosadenim pomernych hodnét (6), (7) a (8),
resp. (6), (7) a (9) do rovnice (4) dostaneme jej

vyjadrenie v bezrozmernom  tvare v dvoch
modifikaciach, t.].
2
00, _2 ®2R +l-a®R +Po (10)
0Fo  0f & o
alebo
2
006 00 1 00 1 (11

OFo o8& & o&
pri¢om v rovnici (10) Pg je Pomerancevove ¢islo [6]

2

q.'r
Ppo = 12
°T T AS (12)

pri teplotnom rozdiele A4 na polomere r.

Rovnice (10) a (11) st rovnocenné, rozdiel
medzi teplotami ®p a ® je len formalny, vyplyvajici
z rozdielneho definovania pomernych hodnot.

3. APLIKACIA METODY SEPARACIE
PREMENNYCH NA RIESENIE
TEPLOTNEHO POLA S VNUTORNYM
ZDROJOM

Pre vyhladanie funkcie pomernych teplotnych
rozdielov v priamo ohrievanom valci podl'a obr. 1,
budeme vychadzat zupravenej rovnice vedenia
tepla (11). S ohladom na princip metody separacie
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premennych [1,5] rieSenie tejto rovnice sa hlada
v tvare sucinu dvoch nezavislych funkcii, napr.

O(&,Fo)=A4-&* + B+C(¢)-D(Fo) (13)

v ktorom C(¢) a D(Fo) su predmetné funkcie, 4 a B
si  konStanty funkcie pomernych teplotnych
rozdielov  O(¢ Fo).  Vykonanim jednotlivych
derivacii funkcie ®(& Fo) v sulade s rovnicou (11)
dostaneme zapis

C(f)'aD(F0)=2A+2A+1+D(F0). azc(2§)+l
0 Fo Py z
(o). 2€E€)
D(Fo) Y 14
1

pre ktory ak prijmeme predpoklad, Ze AZ_Z’

dostaneme z neho pre metodu separacie premennych
potrebnil rovnost’

1 aD(Fo) 1 .[82-C(§)+L.5C(5)} (15)
é—'.

D(Fo) aFo  C(¢&)| og o0&

Nutnou a postacujicou  podmienkou tejto
rovnosti je, aby obe funkcie (dvoch rdéznych
a nezavislych argumentov & a Fo) boli konstantné.
Ak predmetni konitantu oznat¢ime -£ °, potom
parcialna diferencidlna rovnica (11) sa transformuje
na sustavu dvoch oby¢ajnych rovnic

1 aD(Fo) .,
D(Fo) oFo o (16
1 [oc) 1,06’(5)}:_ ) 17
C(f)[aéz e T )
s0 vSeobecnymi rieSeniami
D(Fo)=D-expl- 8 - Fo) (18)
C(€)=C, - Jo(B-£)+C, - No(B-¢) (19)

a integra¢nymi konstantami C;, C, a D, zavislymi od
konstanty S Z Besselovych funkcii realneho
argumentu Jo(fE) a No(pE) pre symetricky ohrev
valca (vzhl'adom na polomer) ma opodstatnenie len
parna funkcia Jo(f&). Teda, vysledné vseobecné
rieSenie funkcie pomernych teplotnych rozdielov je

O, o)== -6+ B+C,-D-Jol-¢)

.exp(- 82 Fo) (20)

Pre ziskanie rieSenia

predpokladame znamu:

partikularneho

e pociato¢ni podmienku, menovite pre ¢t = 0
(Fo = 0) pomerny teplotny rozdiel

O(¢, Fo)=0(£0)=1 tj. 9(r0)=9, (1)

e redlnu hrani¢na podmienku pre
elektrokontaktny ohrev, menovite
podmienku 3. druhu, ktord pre » =R (£=1)
je

M =-Bi-0(&, Fo) (22)
o& &=1" e
e av ktorej Bi je Biotove Cislo [6]
a-R
Bi=—— 23
7 (23)

o je koeficient prestupu tepla z povrchu
valca do okolia.

Uplatnenim podmienok (21) a (22) vo
vSeobecnom rieSeni (20) ziskame hodnoty
integraénych konstant B, C;, D atym aj kone¢ny
tvar teplotnej funkcie

ofs.ro-L (2-51-1]-

& Jo(3, &)
—2Bi :
Zl p2(Bi* + p2)-Jo(8,)

pri definicii pomerného teplotného rozdielu (<& Fo)
podla vztahu (9).

'exp(ﬁf . Fo) (24)

betad

—»

Bf beta3
/_’_Ff beta2

4

. /',— betat

. L I I . . L . .
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Bi[] —

korene transcedentnej revnice
o

Obr. 2 Zavislost’ korenov rovnice (25) od Biotovho
Cisla
Fig. 2 Dependency of equation root (25) from Biot
number

Z vypoctu integracnych konsStant vyplyva
zaroven transcendentna rovnica

Bi"]o(ﬂi)_ﬁi"]l(ﬂi)zo (25)

ktorej korene f; su parametrom Besselovych funkcii
Jo(B) a Ji(B) 14]. Zdihavé rieenie transcendentnej
rovnice (25), ktorej teoreticky vyhovuje nekonecny
pocet korenov £, vo vSeobecnosti vyvolava averziu
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k pouzitiu metody separacie premennych. Praktické
skusenosti vsak potvrdzuji, Ze dostatocne presné
vysledky sa dosahuju uz s malym poétom koreiov,
napr. pre i€ < 1, max 6 > [2]. Na pracovisku
oSetreny program vyuziva prvé Styri korene £ [8].
Na obr. 2 je znazornena ich zavislost od hodnoty
Biotovho ¢isla.

Konec¢ny tvar teplotnej funkcie (24) vyjadruje
pole pomernych teplotnych rozdielov na polomere
symetricky ohrievaného vodivého valca
elektrokontaktnou metdédou, pri rovnomernom
rozlozeni merného elektrického vykonu na celom
priereze (g. = konst.). Jej grafické zobrazenie pre &
=0 (os valca) je naznacené na obr. 3.

— 00001
— Bi=0.0002
— Bi=0.0005
— Bi=0.001
ot | | — Bi=0.002
— Bi=0.005

— Bi=001
— Bi=0.02
— Bi=005
— Bi=01

2| |— Bi=02
0F | — Bi=05
— Bi=1
— Bi=l0
— Bi=100

pamemnd teplota [-]

Obr. 3 Zavislost’ pomerne;j teploty v osi valca od
Fourierovho ¢isla
Fig. 3 Dependency of relative temperature in
cylinder axle from Fourier number

Z priebehov jednotlivych kriviek vyplyva, Zze
srastlicim ¢asom ohrevu (Fo) azmensujicim sa
Biotovym ¢islom pomerny teplotny rozdiel a teda aj
skutocna teplota valca stipaju, ¢o znamena, Ze
narast teploty valca pri g, = konst. je podmieneny
ochladzovacimi podmienkami jeho povrchu (v
danom case je teplota valca vysSia ak o klesd).
Pretoze podmienkou  racionalneho rezimu
elektrokontaktného ohrevu je malad hodnota Bi, pri
relativne vysokej rychlosti ohrevu touto metédou
skutocné charakteristiky ohrevu sa nachadzaju
blizko linearnej casti priebehov na obr. 3. Z tohto
vyplyva konstatovanie, zZe:

e  kriterialny vysledok (24) ajeho grafické
zobrazenie majl najma teoreticky vyznam

e vbeznych technickych vypoctoch sa
nedopustime znaénej chyby, ak oteplovaciu
charakteristiku valca budeme rieSit bez
tepelnych strat, t.j. podl'a rovnice (2). Toto
zjednodusenie koresponduje S max.
hodnotou Fo = 6.

4. PRAKTICKY PRIKLAD ANALYZY

TEPLOTNEHO POLA
ELEKTROKONTAKTNE OHRIEVANEHO
VALCA
Vstupné parametre valcovej vsadzky
a zdroja:
= polomer vsadzky
= dizka vsadzky
/= 5m
= pociatocna teplota vsadzky
g,=  20°C
=  mernd hmotnost’
Docer = 7800 kg / m*
= koeficient prestupu tepla
a= 45W/m'K
= merna elektricka vodivost’
y= 1.35.10° S/m
= koeficient tepelnej vodivosti
A= 359 W/mK
=  merné tepelnd kapacita
c= 716 J/kg.K
= Cas ohrevu
T= 6000 s
® napdjacie napétie zdroja
U= 5V
= Ubytok napétia v privodnych vodic¢och
AU% =1%

Niektoré vystupné hodnoty:
=  hmotnost vsadzky

m= 698.1868 kg
= odpor vsadzky
R= 0.209587 mQ
= vykon zdroja so zahrnutim strat
pP= 118.09 kW
= straty v privodnych vodic¢och
AP= 1.18 kW

= tepelny vykon zdroja na vsadzke
P,= 11691 kW
® napitie na vsadzke
Us,= 495V
= pruad vsadzkou
Ls=  23.618kA
=  merny tepelny vykon zdroja

py= 1313MW/m’
= koeficient teplotnej vodivosti
a=  6.428.10°m’s

=  Biotovo ¢islo
Bi= 0.094011

=  Fourierovo ¢islo
Fo=  6.8565

Navrhnuty apouzity vypoctovy program:
OHREV SEP

Pocet vypocitanych koreriov transcendentnej
rovnice (25): 4 (obr. 2)

Niektoré vysledky rieSenia v grafickej forme
uvadzame v sérii nasledujtcich obrazkov [7,8]:
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Obr. 4 Oteplovacie krivky ohrevu na povrchu a v
osi valca v skuto¢nych hodnotach teploty

Fig. 4 Heating curves of heating at cylinder surface
and axle in effective values of temperature

gl |— Bi=0.005
— Bi=0.01
gl |— EFD02
Bi=0.04
— Bi=D06
Bi=0.08
— Bi=0.034
— Bi=0A
— BR=D.15
5r | — Bi=02 1

povrch vsadzky

pornerna teplota -] ——=

Fol-] —=

Obr. 5 Oteplovacie krivky ohrevu na povrchu valca
v pomernych hodnotach teploty

Fig. 5 Heating curves of heating at cylinder surface
in relative values of temperature

5. DISKUSIA VYSLEDKOV, ZAVER

Prezentované praktické vysledky jednoznacne
koresponduju s fyzikalnou predstavou
a zékonitostami  ohrevu  valcove]  vsadzky
jednosmernym prudom t.j. s konStantnou hodnotou
merného elektrického vykonu na celom priereze
valca. Nevyzaduju preto podrobnejsi komentar.
Porovnanie s vysledkami dosiahnutymi inymi
metodami, napr. numerickou metdédou konecnych
diferencii [3,7,8] dovoluje vyslovit' tvrdenie, Ze
presnost metddy separacie premennych, aj pri

al — Bi=0.005 os vsadzky
— Bi=0.01
ok — Bi=0.02 ]
Bi=0.04
— Bi=0.06
Bi=0.08
— Bi=0.094
— Bi=01
— Bi=0.15
5r — BEF02 ]

pormerna teplota [-] ———#

6.8567 ‘
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Fof] —m

Obr. 6 Oteplovacie krivky ohrevu v osi valca v
pomernych hodnotach teploty
Fig. 6 Heating curves of heating at cylinder axle in
relative values of temperature

1500

alfa=0  WimiK
alfa =15 Wim2 K
—_— gz =125 Wim2K
alfa =35 Wim2Zk
alfa=45 Wim2k
—_—alfa =5 WimZ K
alfa =65 Wim2 K
—alfE = 100 Win2 K

1000 -

i

=

=
T

Teplota na povichu vsadzky[ °C] —

D : 1 1 1 1 Il
a 1000 2000 3000 4000 5000 000
cas [g] N

Obr. 7 Oteplovacie krivky ohrevu na povrchu valca
pre rozny koeficient «, reprezentujuci velkost
tepelnych strat
Fig. 7 Heating curves of heating at cylinder surface
for various coefficient o, wich representing heating
losses magnitude

predpokladanych  zjednoduseniach (obmedzenie
po¢tu koreriov S na S$tyri), je dostato¢na ateda

postacujica.
S ohl'adom na praktické aplikacie
elektrokontaktného ohrevu obmedzujucim

predpokladom v predmetnom rieSeni je g, = konst.
tj. napajanie ohrievata jednosmernym pradom.
Mnohé zariadenia vSak pracuji so striedavym
zdrojom, vktorych uvedeny predpoklad straca
platnost’ vplyvom povrchového javu — skinefektu.
Moznost' rieSenia tejto zlozitejSej ulohy budeme
prezentovat v nasledujucom ¢lanku.
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