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SUMMARY 

Attendant phenomenon of heat treatment processes is high energy demand. Its unstable factor depends mainly on thermal 
efficiency value of conversion system that is by the way related to temperature distribution on typical parameter of heated 
charge during the heating process. Temperature distribution is exactly defined with thermal field of heated charge. 

This article presents analysis of thermal field in resistance heated conductive charge using the variable separation 
method. Field analysis is done for real case of direct resistance heating in solid charge so - called electrocontact 
heating.This heating is useable for standard methods of conductive materials heat treatment. The results of analysis is 
useable for optimalization of treatment parametres at objective heating. 
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1. ÒVOD 
 

Jednou z ~loh grantovpho projektu VEGA SR . 
1/8133/01 rieãenpho na pracovisku autorov, je 
analêza energetickej niro nosti elektrotepelnêch 
technolygit, t.j. technolygit prostredntctvom 
elektrickêch ohrevov. Okrem taviacich procesov s~ 
to r{zne procesy tepelnpho spracovania, realizovanp 
najml metydami odporovpho a induk npho ohrevu. 
Aj ke  fyzikilny princtp têchto metyd je rovnakê, 
vyuåtvaj~ci Jouleov tepelnê efekt, v technickêch 
aplikiciich sa odliãuj~ mnohêmi ãpecifickêmi 
znakmi, s dopadom na ich hodnotiace previdzkovp 
kritprii. 

Z poh adu kritprit, napr. energetickej niro nosti 
ohrevu, sk~mania interakcie teplotnpho 
a elektromagnetickpho po a vo vodivom prostredt, 
ako aj moånêch ~spor elektrickej energie potrebnej 
k realizicii procesu, s~ zaujtmavp metydy  priameho 
odporovpho ohrevu. Jednou z nich je napr. 
elektrokontaktnê ohrev, t.j. ohrev vodivej vsidzky 
v tuhej fize, ktori mi vhodnp a jednozna ne znime 
geometrickp rozmery. 

Analêza teplotnêch polt patrt vãeobecne medzi 
zloåitp fyzikilne ~lohy, ktorêch mnohotvirnos  sa 
reflektuje vo vêbere racionilnej metydy rieãenia. Pre 
rieãenie ~loh spojenêch s prenosom tepla vedentm 
v prostrediach s rozloåenêmi parametrami, do 
skupiny ktorêch patrt aj analêza teplotnpho po a 
v elektrokontaktne ohrievanej vsidzke, s~ vhodnp 
analytickp aj numerickp metydy, v r{znym 
modifikiciich. Aplikiciou ktorejko vek metydy sa 
vyh adiva tvar teplotnej funkcie  =  (x,y,z,t), 
ktori je rieãentm jednej z rovntc matematickej 
fyziky pre teplotnp polia v tuhom prostredt [7].  

Obsahom linku je prezenticia analytickej 
metydy separicie premennêch na analêzu teplotnpho 
po a elektrokontaktne ohrievanej valcovej vsidzky. 

Vãeobecnêm matematickêm modelom takto 
definovanej ~lohy je rovnica vedenia tepla tieå 
znima ako Fourierova rovnica s vn~tornêm 
zdrojom. 
 
2. CHARAKTERISTIKA VéMENY TEPLA 

V ELEKTROKONTAKTNE OHRIEVANEJ 
VSÈDZKE 

 
Pre aktuilnu analêzu teplotnpho po a zvoltme 

model ohrevu valcovej vsidzky d åky l, polomeru R, 
ktorej l R. Vsidzka nech sa ohrieva 
jednosmernêm zdrojom s definovanêmi 
elektrickêmi parametrami napltia a pr~du (U,I), pri 
znimych materiilovêch konãtantich: hmotnostnej 
tepelnej kapacity c, tepelnej vodivosti , elektrickej 
konduktivity , objemovej  a celkovej hmotnosti m 
(obr. 1). 

 

 
 

Obr. 1  Valcovi vsidzka podrobeni 
elektrokontaktnej metyde ohrevu 

Fig. 1  Electrocontact method heated cylindrical 
charge 

 
Rozloåenie teploty vo valci je podmienenp 

hrani nêmi podmienkami na jeho povrchu, napr. na 
polomere R menovite intenzitou ochladzovania 
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obvodu valca. Pre dokonale tepelne izolovanê 
obvod, o je ideilny stav, rovnica energetickej 
bilancie ohrevu je jednoduchi a mi tvar 

dcmdtPdW ee           (1) 

v ktorej Pe je vêkon zdroja na kontaktoch ohrieva a. 
Fyzikilne vyjadruje rovnos  medzi prividzanou 
elektrickou energiou a energiou spotrebovanou na 
zvêãenie tepelnpho obsahu valca v hraniciach zmeny 
teploty z po iato nej 0 (t = 0) na teplotu t za as 
dt (  = t - 0). Z integrovania rovnice (1) vyplêva 
lineirna charakteristika ohrevu, vyjadreni napr. 
v tvare asovej zmeny skuto nej teploty 
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Smernicu teplotnej charakteristiky (2) ur uje 
ve kos  vn~tornpho zdroja resp. mernê elektrickê 
vêkon zdroja 
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Za predpokladu dokonalej tepelnej izolicie 
obvodu valca, teplota na polomere je prirodzene 
rovnaki. 

V reilnom prtpade ohrevu valca a zirove  
s~stavnpho ochladzovania jeho povrchu isti as  
elektrickej energie We sa spotrebuje formou 
tepelnêch strit z povrchu do okolia. Permanentne 
ochladzovanê povrch valca je prt inou zmeny 
lineirnej teplotnej charakteristiky na exponenciilnu 
a zirove  prt inou nerovnomernpho rozloåenia 
teploty na jeho polomere, bez oh adu na rozloåenie 
mernpho elektrickpho vêkonu qe. Pretoåe stupe  
nerovnomernosti ohrevu zivist od intenzity 
vn~tornej vêmeny tepla, formilne podmienenej 
ve kos ou Biotovho tsla, analêza teplotnpho po a 
v ohrievanom valci s tepelnêmi stratami je podstatne 
zloåitejãia. Vyåaduje rieãenie parabolickej, 
Fourierovej rovnice vedenia tepla s vn~tornêm 
zdrojom [1,5,7]. 

Ak sa aj na alej budeme pridråiava  modelu 
ohrevu pod a obr. 1, vyãetrenie rozloåenia teploty na 
polomere valca sa stiva jednorozmernou ~lohou, 
tm predmetni rovnica vedenia tepla nadobudne 

modifikovanê tvar 
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v ktorej konãtanta a  mi fyzikilny vêznam tepelnej 
difuzivity prostredia 

c
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Rovnica (4) je vãeobecnêm matematickêm 
modelom jednorozmernpho teplotnpho po a 
elektrokontaktne ohrievanej valcovej vsidzky. 

Transformujeme ju do bezrozmerovpho tvaru 
postupnêm zavedentm: 

 
pomernej s~radnice valca 

R
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pomernpho asu ohrevu (Fourierovho tsla) 
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pomernpho teplotnpho rozdielu, ako 
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kde ok je teplota okolia 
 (r,t) je teplota valca na polomere r v ase t 
  = os  - R  je referen nê teplotnê 

rozdiel na polomere valca R 
 

Dosadentm pomernêch hodn{t (6), (7) a (8), 
resp. (6), (7) a (9) do rovnice (4) dostaneme jej 
vyjadrenie v bezrozmernom tvare v dvoch 
modifikiciich, t.j. 
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alebo  
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pri om v rovnici (10) PO je Pomerancevove tslo [6] 
2rq

Po e         (12) 

pri teplotnom rozdiele  na polomere r. 
 
Rovnice (10) a (11) s~ rovnocennp, rozdiel 

medzi teplotami R a  je len formilny, vyplêvaj~ci 
z rozdielneho definovania pomernêch hodn{t. 

3. APLIKÈCIA METÏDY SEPARÈCIE 
PREMENNéCH NA RIEâENIE 
TEPLOTNeHO PO A S VNÒTORNéM 
ZDROJOM 

 
Pre vyh adanie funkcie pomernêch teplotnêch 

rozdielov v priamo ohrievanom valci pod a obr. 1, 
budeme vychidza  z upravenej rovnice vedenia 
tepla (11). S oh adom na princtp metydy separicie 
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premennêch [1,5] rieãenie tejto rovnice sa h adi 
v tvare s~ inu dvoch nezivislêch funkcit, napr. 

FoDCBAFo 2,         (13) 

v ktorom C( ) a D(Fo) s~ predmetnp funkcie, A a B 
s~ konãtanty funkcie pomernêch teplotnêch 
rozdielov     ( , Fo).      Vykonantm     jednotlivêch 
derivicit funkcie ( , Fo) v s~lade s rovnicou (11) 
dostaneme zipis 
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pre ktorê ak prijmeme predpoklad, åe 
4
1A , 

dostaneme z neho pre metydu separicie premennêch 
potrebn~ rovnos  
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Nutnou a posta uj~cou podmienkou tejto 

rovnosti je, aby obe funkcie (dvoch r{znych 
a nezivislêch argumentov  a Fo) boli konãtantnp. 
Ak predmetn~ konãtantu ozna tme - 2, potom 
parciilna diferenciilna rovnica (11) sa transformuje 
na s~stavu dvoch oby ajnêch rovntc 
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so vãeobecnêmi rieãeniami 

FoDFoD 2exp   (18) 

NoCJoCC 21         (19) 

a integra nêmi konãtantami C1, C2 a D, zivislêmi od 
konãtanty . Z Besselovêch funkcit reilneho 
argumentu Jo( ) a No( ) pre symetrickê ohrev 
valca (vzh adom na polomer) mi opodstatnenie len 
pirna funkcia Jo( ). Teda, vêslednp vãeobecnp 
rieãenie funkcie pomernêch teplotnêch rozdielov je 
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2
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Pre ztskanie partikulirneho rieãenia 

predpokladime znimu: 
 

po iato n~ podmienku, menovite pre t = 0 
(Fo = 0) pomernê teplotnê rozdiel 

10,, Fo   t.j.  okr 0,         (21) 

reilnu hrani n~ podmienku pre 
elektrokontaktnê ohrev, menovite 
podmienku 3. druhu, ktori pre r = R (  = 1) 
je 

1,1
, FoBiFo         (22) 

a v ktorej Bi je Biotove tslo [6] 

RBi      (23) 

 je koeficient prestupu tepla z povrchu 
valca do okolia. 

Uplatnentm podmienok (21) a (22) vo 
vãeobecnom rieãent (20) ztskame hodnoty 
integra nêch konãtint B, C1, D a têm aj kone nê 
tvar teplotnej funkcie  
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pri defintcii pomernpho teplotnpho rozdielu ( , Fo) 
pod a vz ahu (9).  

 
 

 
 

Obr. 2  Zivislos  kore ov rovnice (25) od Biotovho 
tsla 

Fig. 2  Dependency of  equation root (25) from Biot 
number 

 
 

Z vêpo tu integra nêch konãtint vyplêva 
zirove  transcendentni rovnica 

01 iii JJoBi     (25) 

ktorej korene i s~ parametrom Besselovêch funkcit 
Jo( i) a J1( i) [4]. Zd havp rieãenie transcendentnej 
rovnice (25), ktorej teoreticky vyhovuje nekone nê 
po et kore ov i, vo vãeobecnosti vyvoliva averziu 
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k pouåitiu metydy separicie premennêch. Praktickp 
sk~senosti vãak potvrdzuj~, åe dostato ne presnp 
vêsledky sa dosahuj~ uå s malêm po tom kore ov, 
napr. pre i   1, max 6  [2]. Na pracovisku 
oãetrenê program vyuåtva prvp ãtyri korene i [8]. 
Na obr. 2 je znizorneni ich zivislos  od hodnoty 
Biotovho tsla.  

Kone nê tvar teplotnej funkcie (24) vyjadruje 
pole pomernêch teplotnêch rozdielov na polomere 
symetricky ohrievanpho vodivpho valca 
elektrokontaktnou metydou, pri rovnomernom 
rozloåent mernpho elektrickpho vêkonu na celom 
priereze (qe = konãt.). Jej grafickp zobrazenie pre , 
= 0 (os valca) je nazna enp na obr. 3. 
 
 

 
Obr. 3  Zivislos  pomernej teploty v osi valca od 

Fourierovho tsla 
Fig. 3  Dependency of relative temperature in 

cylinder axle from Fourier number 

Z priebehov jednotlivêch kriviek vyplêva, åe 
s rast~cim asom ohrevu (Fo) a zmenãuj~cim sa 
Biotovêm tslom pomernê teplotnê rozdiel a teda aj 
skuto ni teplota valca st~paj~, o znameni, åe 
nirast teploty valca pri qe = konãt. je podmienenê 
ochladzovactmi podmienkami jeho povrchu (v 
danom ase je teplota valca vyããia ak  klesi). 
Pretoåe podmienkou racionilneho reåimu 
elektrokontaktnpho ohrevu je mali hodnota Bi, pri 
relattvne vysokej rêchlosti ohrevu touto metydou 
skuto np charakteristiky ohrevu sa nachidzaj~ 
bltzko lineirnej asti priebehov na obr. 3. Z tohto 
vyplêva konãtatovanie, åe: 

 
kriteriilny vêsledok (24) a jeho grafickp 
zobrazenie maj~ najml teoretickê vêznam 
v beånêch technickêch vêpo toch sa 
nedopusttme zna nej chyby, ak otep ovaciu 
charakteristiku valca budeme rieãi  bez 
tepelnêch strit, t.j. pod a rovnice (2). Toto 
zjednoduãenie koreãponduje s max. 
hodnotou Fo = 6. 

4. PRAKTICKé PRËKLAD ANALéZY 
TEPLOTNeHO PO A 
ELEKTROKONTAKTNE OHRIEVANeHO 
VALCA 

 
VVWXSQp SaraPHWrH YaOFoYHj YVidzN\ 
a zdroja: 

polomer vsidzky   
d åka vsidzky    
  l =   5 m 
po iato ni teplota vsidzky   
  p =   20 �C 
merni hmotnos     
  oce =  7800 kg / m2

koeficient prestupu tepla    
  =   45 W / m2.K 
merni elektricki vodivos   
   =   1.35 . 106  S / m 
koeficient tepelnej vodivosti   
  =   35.9 W / m.K 
mernp tepelni kapacita    
c =   716 J / kg.K   
as ohrevu      

   =   6000 s 
napijacie napltie zdroja    
 U =   5 V 
~bytok napltia v prtvodnêch vodi och  
 U% = 1 % 

 
NiHNWorp YêVWXSQp KodQoW\: 

hmotnos  vsidzky    
  m =   698.1868 kg 
odpor vsidzky     
 R =   0.209587 m  
vêkon zdroja so zahrnuttm strit   
 P =   118.09 kW 
straty v prtvodnêch vodi och  
 P =   1.18 kW 
tepelnê vêkon zdroja na vsidzke  
Pvs =   116.91 kW 
napltie na vsidzke   
  Uvs =   4.95 V 
pr~d vsidzkou     
 Ivs =   23.618 kA 
mernê tepelnê vêkon zdroja   

pv =   1.313 MW / m3

koeficient teplotnej vodivosti   
 a =   6.428 . 10-6 m2/s 
Biotovo tslo     
 Bi =   0.094011 
Fourierovo tslo    
Fo =  6.8565 

Navrhnutê a pouåitê vêpo tovê program: 
OHREV SEP 

Po et vypo ttanêch kore ov transcendentnej 
rovnice (25): 4  (obr. 2) 

Niektorp vêsledky rieãenia v grafickej forme 
uvidzame v sprii nasleduj~cich obrizkov [7,8]: 
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Obr. 4  Otep ovacie krivky ohrevu na povrchu a v 
osi valca v skuto nêch hodnotich teploty 

Fig. 4  Heating curves of heating at cylinder surface 
and axle in effective values of temperature 

 
 

 
 

Obr. 5  Otep ovacie krivky ohrevu na povrchu valca 
v pomernêch hodnotich teploty 

Fig. 5   Heating curves of heating at cylinder surface 
in relative values of temperature 

 
 
 
 

 
 

Obr. 6  Otep ovacie krivky ohrevu v osi valca v 
pomernêch hodnotich teploty 

Fig. 6   Heating curves of heating at cylinder axle in 
relative values of temperature 

 
 

Obr. 7  Otep ovacie krivky ohrevu na povrchu valca 
pre r{zny koeficient , reprezentuj~ci ve kos  

tepelnêch strit
Fig. 7  Heating curves of heating at cylinder surface 
for various coefficient , wich representing heating 

losses magnitude 
 
 

5. DISKUSIA VéSLEDKOV,  ZÈVER 
 

Prezentovanp praktickp vêsledky jednozna ne 
koreãponduj~ s fyzikilnou predstavou 
a zikonitos ami ohrevu valcovej vsidzky 
jednosmernêm pr~dom t.j. s konãtantnou hodnotou 
mernpho elektrickpho vêkonu na celom priereze 
valca. Nevyåaduj~ preto podrobnejãt komentir. 
Porovnanie s vêsledkami dosiahnutêmi inêmi 
metydami, napr. numerickou metydou kone nêch 
diferencit [3,7,8] dovo uje vyslovi  tvrdenie, åe 
presnos  metydy separicie premennêch, aj pri 

predpokladanêch zjednoduãeniach (obmedzenie 
po tu kore ov i na ãtyri), je dostato ni a teda 
posta uj~ca. 

S oh adom na praktickp aplikicie 
elektrokontaktnpho ohrevu obmedzuj~cim 
predpokladom v predmetnom rieãent je qe = konãt. 
t.j. napijanie ohrieva a jednosmernêm pr~dom. 
Mnohp zariadenia vãak pracuj~ so striedavêm 
zdrojom, v ktorêch uvedenê predpoklad strica 
platnos  vplyvom povrchovpho javu ± skinefektu. 
Moånos  rieãenia tejto zloåitejãej ~lohy budeme 
prezentova  v nasleduj~com linku. 
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